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Maths XP   CS °      11 Avril 2025           Thiaude P. – Vermeulen G. 
Durée : 1h15  Les calculatrices et montres connectées sont interdites 
 

 

 
Abraham de MOIVRE 
 

(1667-1754) 

 

Abraham de Moivre est un mathématicien Français, 
auteur de la formule qui porte son nom. 
 

(image : source Wikipedia) 
 

Exercice 1 [3 points] Alignés ou non alignés : telle est la question 
Dans le plan complexe, ݖா = −1 − ݅, ிݖ  = 1 + ீݖ ,3݅ = 4 +  ? sont-ils alignés ܩ et ܨ ,ܧ : 9݅
 

Exercice 2 [5 points] Deux suites imbriquées  (d’après BAC) 

ݑ = ݒ ,1 = 0 et pour entier naturel ݊ : ቊݑାଵ = ݑ 3√ − ݒ
ାଵݒ = ݑ + ݒ 3√

  

 

Pour tout entier naturel ݊, on pose : ݖ = ݑ +  .ݒ݅
 

1. Vérifier que, pour tout entier naturel ݊ : ݖାଵ = ൫√3 + ݅ ൯ݖ. 

2. Justifier que, pour tout entier naturel ݊ :  ݖ = 2݁݅
ߨ݊
6 . 

3. En déduire ݑ et ݒ en fonction de ݊. 

4. Déterminer les entiers naturels ݊ tels que : ݑ = 0. 

5. Si l’affirmation suivante est vraie, la démontrer, sinon en donner un contre-exemple : 
« pour tout ݊ ∈ ℕ, ݑଶ + ଶݒ = 4 ». 

  

Exercice 3 [3 points]  Une transformation du plan complexe  
On note ݂ la transformation graphique du plan complexe qui à un point ܯ d’affixe ݖ associe 
le point ܯ′ d’affixe ݖ′ tel que :  

ᇱݖ = ቆ
1
2

+ ݅
√3
2
ቇݖ + √3 + ݅  

On dit qu’un point ܯ est invariant par ݂ lorsque ܯᇱ = (ܯ)݂ autrement dit lorsque ܯ =  .ܯ
1. Montrer qu’il existe un et un seul point invariant ܣ par ݂ et en donner l’affixe. 
2. Reconnaître la nature de la transformation graphique ݂ , en donner les caractéristiques. 

 

Exercice 4 [4 points] Un peu de trigonométrie 
Soit ݔ ∈ ℝ, exprimer cos(4ݔ) uniquement à l’aide de cos(ݔ). 

 
Exercice 5 [3 points]  Produit des racines -ièmes de l’unité 

Soit ݊ ⩾ 2 un entier naturel, on note (ܧ) l’équation d’inconnue ݖ ∈ ℂ : ݖ = 1. 
 

1. Résoudre (ܧଶ), (ܧଷ) et (ܧସ) puis calculer le produit des solutions de (ܧଶ), le poduit des 
solutions de (ܧଷ) et le produit des solutions de (ܧସ) : émettre une conjecture. 
 

2. Déterminer le produit des solutions dans ℂ de l’équation (ܧ). 
  
Exercice 6 [2 points]  Une propriété sur les éléments de ॼ 

1. Démontrer que, pour tout complexe de module 1, on a : 
ଵ
௭

 = ഥ ݖ  . 

2. Soient ܽ, ܾ et ܿ des complexes de module 1, démontrer que : 
 

|ܾܽ + ܾܿ + ܿܽ| = |ܽ + ܾ + ܿ| 
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Corrigé 

Exercice 1  
 

ࡱࢠ = − − , ࡲࢠ  =  +  et ࡳࢠ =  +  ? sont-ils alignés ࡳ et ࡲ ,ࡱ les points : ૢ

On a : 
 

ீݖ − ாݖ
ிݖ − ாݖ

=
4 + 9݅ − (−1 − ݅)
1 + 3݅ − (−1 − ݅)

=
4 + 9݅ + 1 + ݅
1 + 3݅ + 1 + ݅

=
5 + 10݅
2 + 4݅

=
5(1 + 2݅)
2(1 + 2݅)

=
5
2

 
 

On constate que 
௭ಸି௭ಶ
௭ಷି௭ಶ

 est un réel donc les points ܨ ,ܧ et ܩ sont alignés. 

Autre méthode 
Avec les notations de l’exercice on a les équivalences : 

ீݖ − ாݖ
ிݖ − ாݖ

=
5
2
⇔ ீݖ − ாݖ =

5
2

ிݖ) − (ாݖ ⇔ ாீሬሬሬሬሬ⃗ݖ =
5
2

ாிሬሬሬሬሬ⃗ݖ  ⇔ ሬሬሬሬሬ⃗ܩܧ =
5
2

ሬሬሬሬሬ⃗ܨܧ   

Il existe un réel ݇ tel que ܩܧሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܨܧ ݇  donc ܩܧሬሬሬሬሬ⃗  et ܨܧሬሬሬሬሬ⃗  sont colinéaires, et comme trois points 
seulement interviennent, ܨ ,ܧ et ܩ, on en déduit que ces trois points sont alignés. 
 

Exercice 2 

ݑ = 1, ݒ = 0,∀݊ ∈ ℕ, ቊݑାଵ = ݑ 3√ − ݒ
ାଵݒ = ݑ + ݒ 3√

   et  ݖ = ݑ + ݒ݅  

 

1. Vérifier que, pour tout entier naturel ࢠ : ା = ൫√ +  .ࢠ൯ 
Soit ݊ ∈ ℕ, on a : 

൫√3 + ݅൯ݖ = ൫√3 + ݅൯(ݑ + (ݒ݅ = ݑ3√ + ݒ3√݅ + ݑ݅ −  ݒ
= ݑ3√ − ݒ + ݅൫ݑ + ൯ݒ3√ = ାଵݑ + ାଵݒ݅ =  ାଵݖ

Conclusion : 
∀ ∈ ℕ, ାࢠ = ൫√ +  ࢠ൯
 

2. Justifier que, pour tout entier naturel ࢠ  :  = ࢋ
࣊
 . 

On a montré que, pour tout ݊ ∈ ℕ, ାଵݖ = ൫√3 + ݅൯ݖ et √3 + ݅ est une constante, 
donc (ݖ) est une suite géométrique de raison √3 + ݅, par conséquent, pour tout entier 
naturel ݊ : ݖ = ݖ × ݖ  avecݍ = ݑ + ݒ݅ = 1 + ݅(0) = 1 et ݍ = √3 + ݅, 
autrement dit : ݖ = ൫√3 + ݅൯


. 

On a :  √3 + ݅ = 2ቆ
√3
2

+
1
2
݅ቇ = 2 ቀcos ቀ

ߨ
6
ቁ + ݅ sin ቀ

ߨ
6
ቁቁ = 2݁

గ
  

Donc, pour tout ݊ ∈ ℕ  : 

ݖ = 1 × ൫√3 + ݅൯


= ቈ2ቆ
√3
2

+
1
2
݅ቇ



= ቀ2݁
గ
ቁ


= 2 ቀ݁

గ
ቁ


= 2݁

గ
  

Conclusion : 

∀ ∈ ℕ, ࢠ = ࢋ
࣊
  

 

3. En déduire ࢛ et ࢜ en fonction de . 
Soit ݊ ∈ ℕ. 
On a d’une part : 

ݖ = 2݁
గ
 = 2  ቂcos ቀ

ߨ݊
6
ቁ + ݅ sin ቀ

ߨ݊
6
ቁ ቃ = 2 cos ቀ

ߨ݊
6
ቁ + ݅ 2 sin ቀ

ߨ݊
6
ቁ 
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et d’autre part, on a : ݖ = ݑ +  .Or, deux nombres complexes sont égaux si etݒ݅
seulement si ils ont des parties réelles égales et des parties imaginaires égales,  
donc :   
 

ݑ = 2 cos ቀ
ߨ݊
6
ቁ   et  ݒ = 2 sin ቀ

ߨ݊
6
ቁ   

Conclusion : 

∀ ∈ ℕ,࢛ =  ܛܗ܋ ቀ
࣊

ቁ   et  ࢜ =  ܖܑܛ ቀ

࣊

ቁ 

 
 

4. Déterminer les entiers naturels  tels que : ࢛ = . 
Soit ݊ ∈ ℕ, on a les équivalences : 
  

ݑ = 0 ⇔ 2 cos ቀ
ߨ݊
6
ቁ = 0 ⇔ cos ቀ

ߨ݊
6
ቁ = 0 ⇔ ∃݇ ∈ ℕ,

ߨ݊
6

=
ߨ
2

+  ߨ݇

Or, on a les équivalences : 
ߨ݊
6

=
ߨ
2

+ ߨ݇ ⇔
݊
6

=
1
2

+ ݇ ⇔ ݊ =
6
2

+ 6݇ ⇔ ݊ = 3 + 6݇ 

Conclusion : 
࢛ =  ⇔ ∃ ∈ ℕ, =  +  
 
 

5. Si l’affirmation suivante est vraie, la démontrer, sinon en donner un contre-exemple : 
« pour tout  ∈ ℕ, ࢛ + ࢜ =  ». 

Soit ݊ ∈ ℕ, on a : 

ଶݑ + ଶݒ = ݑ| + |ଶݒ݅ = ቀቚ2݁
గ
 ቚቁ

ଶ
= ቀ|2| × ቚ݁

గ
 ቚቁ


= (2 × 1)ଶ = (2)ଶ 

= 2ଶ = (2ଶ) = 4 
 

On a donc : ∀ ∈ ℕ,࢛ + ࢜ =  par conséquent l’affirmation est vraie. 
 

Exercice 3 
On note ݂ la transformation graphique du plan complexe qui à un point ܯ d’affixe ݖ associe 

le point ܯ′ d’affixe ݖ′ tel que : ݖ = ቀଵ
ଶ

+ ݅ √ଷ
ଶ
ቁ ݖ + √3 + ݅. 

 

1. On dit qu’un point ࡹ est invariant lorsque ࡹᇱ =  .ࡹ
Montrer qu’il existe un et un seul point invariant et en donner l’affixe. 
 

ᇱܯ est invariant pr ݂ si et seulement si ܯ = ᇱݖ autrement dit si et seulement si ,ܯ =  .ݖ
Or, on a les équivalences   

ݖ = ቆ
1
2

+ ݅
√3
2
ቇ ݖ + √3 + ݅ ⇔ ݖ − ቆ

1
2

+ ݅
√3
2
ቇ ݖ = √3 + ݅ 

⇔ ݖ ቈ1 − ቆ
1
2

+ ݅
√3
2
ቇ = √3 + ݅ ⇔ ݖ ቆ

1
2
− ݅

√3
2
ቇ = √3 + ݅ ⇔ ݖ =

√3 + ݅
1
2 − ݅ √3

2

 

⇔ ݖ =
൫√3 + ݅൯ ቆ1

2 + ݅ √3
2 ቇ

ቀ1
2ቁ

ଶ
+ ቆ−√3

2 ቇ
ଶ ⇔ ݖ =

√3
2 + ݅ 

൫√3൯
ଶ

2 + 1
2 ݅ −

√3
2

1
4 + 3

4
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⇔ ݖ =
√3
2 + 3

2 ݅ + 1
2 ݅ −

√3
2

1
⇔ ݖ = 2݅ 

 

Conclusion : 
Il existe un et un seul point invariant :  son affixe est . 
 

2. Nature de la transformation graphique ࢌ et caractéristiques 
 

 ; est un point invariant par ݂ donc ܣ

ݖ = ቆ
1
2

+ ݅
√3
2
ቇ ݖ + √3 + ݅ 

Notons ݎ la rotation de centre ܣ et d’angle  
గ
ଷ

 et montrons que pour tout point ܯ du 

plan complexe on a : ݂(ܯ) =  .(ܯ)ݎ
 

• si ࡹ ≠  : 

ᇱݖ − ݖ
ݖ − ݖ

=
ቆ1

2 + ݅ √3
2 ቇ ݖ + √3 + ݅ − ൭ቆ1

2 + ݅ √3
2 ቇ ݖ + √3 + ݅൱

ݖ − ݖ
 

=
ቆ1

2 + ݅ √3
2 ቇݖ + √3 + ݅ − ቆ1

2 + ݅ √3
2 ቇ ݖ − √3 − ݅

ݖ − ݖ
=
ቆ1

2 + ݅ √3
2 ቇ ݖ − ቆ1

2 + ݅ √3
2 ቇ ݖ

ݖ − ݖ
 

=
ቆ1

2 + ݅ √3
2 ቇ ݖ) − (ݖ

ݖ − ݖ
=

1
2

+ ݅
√3
2

= cos ቀ
ߨ
3
ቁ + ݅ sin ቀ

ߨ
3
ቁ = ݁

గ
ଷ  

Conclusion : 
ᇱݖ − ݖ
ݖ − ݖ

= ݁
గ
ଷ  

D’une part : 

൫ܯܣሬሬሬሬሬሬ⃗ ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܣ, ൯ = arg ቆ
ᇱݖ − ݖ
ݖ − ݖ

ቇ = arg ቀ݁
గ
ଷቁ =

ߨ
3

 (∗) [ߨ2] 

et d’autre part :  
ᇱܯܣ

ܯܣ
=

ᇱݖ| − |ݖ
ݖ| − |ݖ

= ቤ
ᇱݖ − ݖ
ݖ − ݖ

ቤ = ቚ݁
గ
ଷቚ = 1 

donc ܯܣᇱ =  .(∗∗) ܯܣ
On déduit que (∗) et (∗∗) que ݂(ܯ) =   .(ܯ)ݎ
 

• si ࡹ =  
D’une part : ܣ est un point invariant par ݂ donc : ݂(ܣ) =  ,ܣ
d’autre part : ܣ est le centre de la rotation ݎ donc : (ܣ)ݎ =  .ܣ
On en déduit que : ݂(ܣ) =  .(ܣ)ݎ
 

Conclusion 
Pour tout point ܯ du plan complexe, on a : ݂(ܯ) =  est la rotation de ࢌ donc ,(ܯ)ݎ
centre  et d’angle 

࣊


 [࣊]. 
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Complément : 
On peut montrer que, si ܯ ≠   : est un triangle équilatéral ′ܯܯܣ alors ܣ
on déduit des deux points précédents que ܯܯܣ′ est isocèle et ܯܣܯᇱ = 60°. 
En notant ߙ la mesure commune en degré de ܯܯܣᇱ  et ܯᇱܯܣ , on a : 

ߙ2 + 60° = 180° ⇔ ߙ2 = 120° ⇔ ߙ = 60° 
Les trois angles du triangle ܯܯܣ′ mesurent 60° donc c’est un triangle équilatéral.  

 

Exercice 4 

Soit ࢞ ∈ ℝ, exprimer ܛܗ܋(࢞) uniquement à l’aide de (࢞)ܛܗ܋. 
  

Méthode ݊°1 Utilisation de la formule de Moivre 
Pour tout ݔ ∈ ℝ, on a :  

cos(4ݔ) + ݅ sin(4ݔ) = ݁ସ௫ = ൫݁௫൯
ସ

= (cos(ݔ) + ݅ sin(ݔ))ସ 
= cosସ(ݔ) + 4 cosଷ(ݔ) ݅ sin(ݔ) + 6 cosଶ(ݔ) ݅² sinଶ(ݔ) + 4 cos(ݔ) ݅ଷ sinଷ(ݔ) + ݅ସ sinସ(ݔ) 
= cosସ(ݔ) + 4 cosଷ(ݔ) ݅ sin(ݔ) − 6 cosଶ(ݔ) sinଶ(ݔ) − 4 cos(ݔ) ݅ sinଷ(ݔ) + sinସ(ݔ) 
= cosସ(ݔ) − 6 cosଶ(ݔ) sinଶ(ݔ) + sinସ(ݔ) + ݅(4 cosଷ(ݔ) sin(ݔ) − 4 cos(ݔ) sinଷ(ݔ)) 

 

Or, deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont des parties réelles égales 
et des parties imaginaires égales, donc : cos(4ݔ) = cosସ(ݔ) − 6 cos²(ݔ) sin²(ݔ) + sinସ(ݔ). 
Or, sin²(ݔ) = 1 − cos²(ݔ) donc : 

cos(4ݔ) = cosସ(ݔ) − 6 cos²(ݔ)(1 − cosଶ(ݔ)) + (1 − cosଶ(ݔ))ଶ 
= cosସ(ݔ) − 6 cosଶ(ݔ) + 6 cosସ(ݔ) + 1 − 2 cosଶ(ݔ) + cosସ(ݔ) 
= 8 cosସ(ݔ) − 8 cosଶ(ݔ) + 1 

Conclusion : 
࢞∀ ∈ ℝ, ܛܗ܋(࢞) = ૡܛܗ܋(࢞) − ૡ(࢞)²ܛܗ܋ + .  
 

Méthode ݊°2 Utilisation de formules de trigonométrie   
Pour tout ݔ ∈ ℝ, on a : 

cos(4ݔ) = cos(2 × (ݔ2 = 2 cosଶ(2ݔ) − 1 = 2(cos(2ݔ))ଶ − 1 
= 2(2 cosଶ(ݔ) − 1)ଶ − 1 = 2(4 cosସ(ݔ) − 4 cosଶ(ݔ) + 1) − 1 
= 8 cosସ(ݔ) − 8 cosଶ(ݔ) + 2 − 1 = 8 cosସ(ݔ) − 8 cosଶ(ݔ) + 1 

Conclusion : 
࢞∀ ∈ ℝ, ܛܗ܋(࢞) = ૡܛܗ܋(࢞) − ૡ(࢞)²ܛܗ܋ + . 
 

Exercice 5 
Soit ݊ ⩾ 2 un entier naturel, on note (ܧ) l’équation d’inconnue ݖ ∈ ℂ : ݖ = 1. 
 

1. Résoudre (ࡱ), (ࡱ) et (ࡱ) puis calculer le produit des solutions de (ࡱ), le poduit 
des solutions de (ࡱ) et le produit des solutions de (ࡱ) : émettre une conjecture. 
 

:(ଶܧ) • ²ݖ = 1  
ଶݖ = 1 ⇔ ²ݖ − 1ଶ = 0 ⇔ ݖ) − ݖ)(1 + 1) = 0 ⇔ ݖ = ݖ ݑ 1 = −1 
Produit des solutions : 1 × (−1) = −1 = (−)ା 
 

(ଷܧ) • ∶ ଷݖ = 1  

Les solutions sont les racines cubiques de l’unité : ݁
మഏ
య , ݇ ∈ {0; 1; 2}. 

− pour ݇ = ݖ : 0 = ݁
మഏ
య = ݁ = 1 

− pour ݇ = ଵݖ : 1 = ݁ଵ
మഏ
య = cos ቀଶగ

ଷ
ቁ + ݅ sin ቀଶగ

ଷ
ቁ = − ଵ

ଶ
+ ݅ √ଷ

ଶ
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− pour ݇ = ଶݖ : 2 = ݁ଶ
మഏ
య = ݁

రഏ
య = cos ቀସగ

ଷ
ቁ + ݅ sin ቀସగ

ଷ
ቁ = − ଵ

ଶ
− ݅ √ଷ

ଶ
 

Produit des solutions : 

1ቆ−
1
2

+ ݅
√3
2
ቇቆ−

1
2
− ݅

√3
2
ቇ = +

1
4

+ ݅
√3
4
− ݅

√3
4

+ ቆ
√3
2
ቇ
ଶ

=
1
4

+
3
4

= 1 = (−)ା 
 

Conjecture : « pour tout  ⩾ , le produit des solutions de (ࡱ) est (−)ା ». 
 
 

2. Déterminer le produit des solutions dans ℂ de l’équation (ࡱ). 
 

Les solutions de (ܧ) sont els racines ݊-ièmes de l’unité, ce sont les ݊ nombres :  

1,  ݁ଵ
ଶగ
 , ݁ଶ

ଶగ
 , … , ݁(ିଵ)ଶగ    

Leur produit est égal à : 
 

ܲ = 1 × ݁
ଶగ
 ×  ݁ଶ

ଶగ
 × … ×  ݁(ିଵ)ଶగ = ݁ቀ

ଶగ
 ାଶଶగ ା⋯ା(ିଵ)ଶగ ቁ = ݁

ଶగ
 (ଵାଶା⋯ା(ିଵ))

 
 

Or, la formule de la somme des premiers entiers consécutifs donne : 

1 + 2 + ⋯+ (݊ − 1) =
[1 + (݊ − 1)] × (݊ − 1 − 1 + 1)

2
=
݊(݊ − 1)

2
 

donc : 

ܲ = ݁ቀ
ଶగ
 ቁ×(ିଵ)

ଶ = ݁(ିଵ)గ = cos൫(݊ − ൯ߨ(1 + ݅ sin൫(݊ − ൯ߨ(1 = (−1)ାଵ + ݅ × 0 
 

= (−1)ାଵ 
 

Conclusion 
Pour  ∈ ℕ tel que  ⩾ , le produit des solutions de (ࡱ) est égal à (−)ା.  

  

Exercice 6  Un classique difficile  

1. Soit ࢠ un complexe de module , montrer que :  

ࢠ

 =  .തࢠ
Soit ݖ un complexe de module 1, on a : ̅ݖݖ = |ݖ| ଶ et|ݖ| = 1, donc : ̅ݖݖ = 1² = 1. 

̅ݖݖ = 1donc : ̅ݖ = 
ଵ
௭

. 

Conclusion : pour tout complexe ࢠ de module , ࢠത = 

ࢠ

 . 
2. Soient ࢈ ,ࢇ et ࢉ des complexes de module , démontrer que : 

࢈ࢇ| + ࢉ࢈ + |ࢇࢉ = ࢇ| + ࢈ +  |ࢉ
 

Soient ܽ, ܾ et ܿ des complexes de module 1. 
Remarquons d’abord que : |ܾܽܿ| = |ܽ| × |ܾ| × |ܿ| = 1 × 1 × 1 = 1. 
On a : 

|ܾܽ + ܾܿ + ܿܽ| =
|ܾܽ + ܾܿ + ܿܽ|

1
=

|ܾܽ + ܽܿ + ܾܿ|
|ܾܽܿ|

= ฬ
ܾܽ + ܾܿ + ܿܽ

ܾܽܿ
ฬ 

 

= ฬ
ܾܽ
ܾܽܿ

+
ܾܿ
ܾܽܿ

+
ܿܽ
ܾܽܿ

ฬ = ฬ
1
ܿ

+
1
ܽ

+
1
ܾ
ฬ = |ܿ̅ + തܽ + തܾ| = | തܽ + തܾ + ܿ̅| = |ܽ + ܾ + ܿതതതതതതതതതതതത | 

 

= |ܽ + ܾ + ܿ| 
 

Résumons : 
Pour tous complexes ࢈ ,ࢇ et ࢉ de module , on a : |࢈ࢇ + ࢉ࢈ + |ࢇࢉ = ࢇ| + ࢈ +  .|ࢉ
 


